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Este trabajo nace con motivo de la celebracon del
guincuagesimo aniversario del descubrimierto de la es-
tructura enforma de doble helice de la moleculade acido
desirrib onucleico, 0 adn. As, hemoscredo oportuno
unirnos a tan magno acortecimiento con objeto de re-
alzar y explicar de manera sencillaalgunosde los aspec-
tos matematicos que subyacen en un hito historico que
marco un antesy un desplesen el devenir de la Ciencia
cortemporanea.

El 25 de abril de 1953,en el art culo titulado Molec-
ular structure of nucleic acids y publicado en la revista
Nature ([12]), los investigadoresJamesWatson y Francis
Crick propusieron, ayudados por numerosasevidencias
empricas, un modelo que describa la estructura molecu-
lar deladn enla conocida forma de doble helice; ademas,
tambien conjeturaron la maneraen la que esta molecula
sereplicaba para obtener copiasexactasde s misma.

El modelo de Watson-Crick ha sidotan profusamene
estudiado y comenado que ni siquiera sera una tarea

facil recopilar toda la bibliograf a al respecto.

IParcialmente nanciado por la Direccion General de Investigacion (MCyT), BFM2001-

2871.



2 Aspectos matem aticos de la doble helice

No pretendemos,pues,buscarla originalidad en estasnotas, sino masbien
la revision de ciertos aspectosmatematicos que, por nuestra propia formacion,
hemossertido masfamiliaresy que ademashemoscre do oportuno revitalizar,
tanto para sumarnosal homenge del modelo de la doble helice como para
destacaraquellosaspectos que nos han parecido mas intuitiv os.

No ocultamos tampoco la satisfaccon que produce contemplar como la
aplicacion de la Matematica, una vez mas, ha cortribuido al progresode la
Ciencia. Quede claro, pues, nuestra intencion con respecto al caracter no ex-
haustivo de las referenciasseleccionadas.

As comienzael art culo original de Watsony Crick:

Deseamos sugerir una estructura para el adn, la cual tiene aspec-
tos novedososde considerable inter es biologioo: : :

Despuwesde informar de las anteriores estructuras de triple helice propues-
tas por Pauling, Cirey y Fraser, que consideran insatisfactorias, cortinuan
diciendo:

... desamos proponer una estructura radicalmente diferente para
el adn, formada por dos cadenashelicoidales arrolladas sobe el
mismo eje. Las dos cadenas,pero no sushbases,estan relacionadas
por una d ada perpendicular al eje y la direccion de recorrido de
amlas es dextrogira, pero en sentidos opuestos: :

2 Considera ciones generales

El modelo propuesto por Watson y Crick describe la molecula de adn
comouna pareja de cintas o hebrasque seentrelazan helicoidalmerte entorno
a un eje comun?. En dicho modelo podemosdiferenciar, en primer lugar, una
estructura primaria que hacereferenciaa la disposicion lineal de los hucleotidos

fAT,C,Gg
en cada una de las dos hebras. Estos nucleotidos son las unidadesfundamen-
tales de la molecula y se encueriran dispuestosen parejas fC;& y fA;Tqg,
uniendo ambas hebras por puerntes de hidrogenoen lo que se conoce como
estructura secundariade la molecula que es, en estricto sertido, la propuesta
por Watson y Crick.
El siguierte nivel de complejidad hacereferenciaa la disposicion espacial

del eje comun a ambas helices.En los casosmas sencillos,este puedeserlineal
o circular como ocurre con muchos virus y bacterias.

2Conviene decir que existen tambien moleculas de adn formadas por una sola cinta o
hebra, con guraci on que se conoce como adn monocatenario, en contrap osicion al adn bi-
catenario que esel que aqu estamostratando.
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Figura 1: Una moleculade adn circular bicatenario.

No obstante, la molecula de adn adopta generalmerie con guraciones
espacialesmas complejasencaminadasa lograr un empaquetamierno que sea
lo mas efectivo posible, puesla longitud de la molecula es, en ocasiones,del
orden de un millon de vecesel tamaro del nucleo que las alberga.

Aungue la informacion geretica se encuerra codi cada en la secuencia
de los nucleotidos {en la estructura primaria, pues{ investigacionesreciertes
apuntan que la manera de anudarse la moleculade adn provoca importantes
y decisivos efectosen las funcionesque desempena el adn en la celula. Con-
cretamerte, nos estamosre riendo a la replicacion, la transcripcion y la re-
combinacion.

Con respecto a la replicacion y la transcripcion, determinadas enzimas
actuan sobre una estructura molecular dada para promover o impedir estos
procesosA modo de ejemplo, eshien conocido que para favorecerla replicacion
{y tambien la transcripcion{ esnecesariodesenpllar la doble helice para dejar
espacio. Inversamerne, algunosantibi oticos estan diseradospara interaccionar
con ciertas enzimasy aumertar el numero de enrollamientos del adn agresor,
di cultando as sureplicaciony la consiguierte infeccion. Todos estosprocesos
admiten una modelizacion enterminos matematicos queintentaremosdescribir
de forma someraen estetrabajo.

En cuano a la recombinacion, esteesun termino relativamerte moderno
que hace referenciaa los procesosy tecnicasque consistenen modi car una
molecula dada de adn, bien intro duciendo segmenos de otros tip os de adn
{pro cesoconccido comointegracion{ bien alterando la con guracion lineal de
la molecula {accion que sedenominatransmsicion. En ambos casos,tambien
esclaro que estosprocesosnvolucran interesartes canmbios en la geometra de
la molecula que admiten de nuevo una descripcion matematica precisa.
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Llegadosa este punto, debemosseralar que la mision de las matematicas
en este cortexto no essolo descriptiva {en tanto que expresacon un lenguaje
rigurosoy sencillola complejidad de la moleculay su dinamica{ sino tambien
predictiva o, si sepre ere, determinista. En otras palabras, si el objetivo delos
biologosesdescribir y entender cualessonlos procesosy las funcionesdel adn,
las matematicas son una herramienta fundamertal para poder interpretarlos
y predecirlos.

La situacion gererica puede expresarseen los siguiertes terminos. Nues-
tro objetivo esertender el mecanismode actuacion de las enzimassobre las
moleculasde adn. Como no existe un metodo obsenacional directo para es-
tudiar la accion local de una enzima{ni la con guracion local del adn ni su
estructura secundariason obsenables{ debemosbuscaralgunoindirecto. Y es
agu dondeertran enjuegolas matematicas, puessepuedenextraer evidencias
sobre como actuan dichas enzimasdetectando el cambio que estas provocan
en la topologa y la geometra global de la molecula. Estos cambios se apre-
cian {mediante microscopio electronico{ en nivelessuperioresa la estructura
secundariay suponen enrollamientos y anudamientos en el eje certral de la
molecula.

Figura 2: Con guraciont pica deadn enrollado (obtenido mediante simulacion
por ordenador). La molecula contiene 3500 paresde bases.

Por ultimo, nalizamos esta seccon dedicada a los aspectos generales
apuntando la necesidadde experimertar en el laboratorio con moleculas de
adn circulares. EI motivo es el siguierte: en una molecula lineal con ex-
tremos libres no existen conseuencias topologicaso georetricas interesartes
{y obsenables{ frente a una causaenzimatica. De estaforma, el protocolo ex-
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perimental consisteen provocar la reaccon de una determinada enzima sobre
una coleccon de moleculascircularesde adn para, posteriormerte, y mediante
tecnicasanalticas {como la electroforesis,el uso del microscopioelectronico y
la sedimenacion{ estudiar los resultados’.

3 La geometr a del adn y sus invariantes

Una molecula de adn puede considerarse,esquenaticamerte, como una
banda larga, delgaday estredha que ademas se enrolla sobre s misma. En
terminos matematicos, este objeto se corresponde con un subconjunto B del
espacioque eshomeomorfoal producto St [0; 1]. Las doscurvasCy y C, que
constituyen el borde de la banda B representan las hebraso cintas que sevan
entrelazando alrededor del eje de la banda B. Obsenamostambien que C1 y
C, soncurvas cerradasy simplesal serhomeomorfasa St (vease[4]).

Una primera cuestion interesarte esque las hebrasC; y C, poseenorien-
taciones opuestasque estan determinadas por la suceson de los nucleotidos.
Este hedho implica necesariamete que no existen moleculasde adn circulares
con el aspecto de una banda de Mebius, pues las orientacionesde C1 y C»
inducen una orientacion global sobreB.

El primer parametro matematico que vamosa consideraresun invariante
topologico bien conccido que proviene de la teor a de nudosy que llamaremos
numero de enlae. As, y enterminosintuitiv os, sede ne“ el numero de enlace
L(Cy1;Cy) de las curvas C; y C, como el numero de vecesque es necesario
cortar la curva C, para seprarla completamerie de Co.

C, G c
s O
L(Ci;C)=0 \ ﬁlcﬁ =1
J ©
L(C1;Ch) =2

Figura 3: Numerosde enlacepara distintos paresde curvas.

3Es lo que se conoce habitualmente en la literatura como el enfoque topologico de la
enzimolog a.

4Obviamente, la de nici on esbastante maselaboraday complejay necesitade abundantes
preliminares topologicos.
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Por ejemplo, doscircunferenciassituadasen planosparalelostienen L = 0,
mientras que dos eslalonesconsecutivs de una cadenaveri can L = 1.

El numero de enlace es un invariante topologico que se consena bajo
homeomor smos que presenan la orientacion. De hedo, si seinvierte la ori-
entacion de una de las curvas, entoncesL canmbia de signo.

Dado que los siguiertes parametros que vamos a de nir para la banda
B son invariantes metricos, necesitamosmodelar la molecula de adn con un
objeto matematico que seadiferenciable As, seaC; una curva diferenciable,
orientada, cerraday simple,y sea 1(s) una parametrizacion global de C1 por
la longitud de arco. Seaademas U(s) un campo de vectoresdiferenciable y
unitario a lo largo de C; de forma que U(s) seaortogonal al vector tangene
y unitario  §(s). Los elemerios del par formado por la curva C; y el campo
U represenan, respectivamerte, una de las dos cadenasde la moleculay la
direccion de los puentes de hidrogeno.

El par (C1;U) determina un vocamerte una banda B cuyos bordes son
las curvas C; y C,, donde C, denota la curva cuya parametrizacion viene
dada ahora por 2(s) = 1(s) + U(s) {para abreviar, escribiremostambien
C, = C1 + U. Es claro que C, represetta la otra cadenade la molecula de
forma que el nucleotido que esta en posicion 1(s) se mantiene unido por
el puente de hidrogeno U(s) al nucleotido »(s). Por otro lado, setiene que
C, esnuevamerte una curva cerraday simple; ademas, la orientacion de C1
permite inducir una orientacion en C, v a U las cuales, en el casodel adn,
son precisamerte opuestas.

Bajo esteenfaque diferenciable,el numero de enlacede las curvasC; y C,
admite una de nici on metrica en terminos de una integral sobre el producto
C1 C,. Para presenarla, vamosa considerarla aplicacion en la esferaS? que
denotamospor

e:C, C ! &
Yy que esta dada por
y .
Iy X
Entonces (vease[6]) sedemuestra que
Z

1
L(C1;Cp) = 1 o e e (dA);
1 2

e(x;y) =

donde e (dA) represerta el pull-back del elemero de areade S? bajo la apli-
cacion e (recordemosque este puede calcularsecomodet es; ;e , siendot el
parametro arco de la curva C,). A partir de estaformula setiene la igualdad
L(Cy1;Cy) = L(Cy; Cq), hedo que, por otra parte, parecebastante natural si
partimos de la de nici on topologicade L.
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Vamosa represenar por T(s) el vector unitario y tangerte ala curva C;
enel punto 1(s) que ademas esta positivamerte orientado. As, T(s) = ¥(s)
y la tr ada

T(s);U(s);V(s) = T(s) ™ U(s)

esuna referenciaortonormal positivamerte orientada en cadapunto 1(s). Se
de ne el numero de enrollamiento de la bandaB = fCy;Cy, = C; + Ug como
el numero 7.

T(CiiCo) = o V(U ds

donde * denota la longitud de la curva C; (veanse[1] y [6]). El enrollamien-
to T(Cy;Cy) representa, salvo una constarte, el angulo total descrito por la
banda B. En cortraste con el numero de enlace, el enrollamierto no es, en
general,un numero entero. Tampoco esun invariante topologico aunques se
consena por movimientos r gidos directos y por dilataciones. Por otro lado, se
demuestraa partir dela formula queT(Cq;C,) = T(Cy; C,), estoes,el numero
de enrollamierto {al igual que el numero de enlace{ esun invariante del par
fC1; Cog propiamente dicho, sin necesidadde especi car sobie gue curva de
las dos se esta construyendo la banda.

Algunos ejemplos de bandas se pueden obtener de la geometra diferen-
cial clasicasimplemerte considerandouna curva en el espacioy algun normal
distinguido a dicha curva. As, si C esuna curva con curvatura no nula, en-
toncesel normal principal a C esta bien de nido y determina una banda cuyo
numero de enrollamiento esla integral de la torsion de C. Por otro lado, si
C esuna curva corntenida en una super cie regular S y para cadap 2 C,
tomamos U(p) = N (p) siendoN una aplicacion de Gaussde S, enoncesla
bandadeterminadapor C y N tiene comonumero de enrollamierto la integral
de la torsion geodesica.

En cortraste conlosnumerosde enlacey enrollamiento, eltercer parametro
que vamos a introducir se de ne en terminos de un sola curva. As, dada C
una curva cerraday simple en el espacio,sede ne el numero de retorcimiento
de C como 7

W(C) = 4i CT

dondee esla aplicacion que hemosde nido con anterioridad (veanse[6]y [7]).
La similitud formal de estastres de niciones no esuna simple coincidencia.De
hedo, estostres numerosestan relacionadossencillamerne por la expresbon

L(C1;C2) = T(Cq;C2) + W(Cy)

donde B = fCy;C,g esun banda cualquiera. Esta ecuacon se conace como
formula de White (veanse[5], [6], [7] v [13]).
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Obsenamos que las simetras de L y T implican entonces la igualdad
W (Cy1) = W(C,) por lo que podemospensar en el numero de retorcimien-
to como un parametro caracterstico no solo de una curva, sino tambien de
cualquier banda B. Ademas, dada una curva C, la formula de White implica
que la diferencia
L(C,;C+U) T(C,C+U)

esconstarte e igual a W(C) para cualquier campo unitario U normal a C.
Por tanto, si C esuna curva plana cortenida en el plano  ortogonal al
vector 4, bastatomar U = a y setiene claramerte que

L(C;C+a)=T(C;C+a)=0;

por lo que W(C) = 0; otro tanto ocurre tambien para curvas cortenidas en
una esferg.

GY

(b) w=1

Figura 4: (a) Un giro sin enrollamiento. (b) Enrollamiento sin giro.

El numero de retorcimiento no admite una interpretacion intuitiva que
seasencilla. No obstarte, la formula de White nosva a permitir comprender
que es estenumero y lo que representa en relacion a la banda B. Para ello,
basta efectuar un simple experimento domestico que consisteen lo siguierte.
Tomando una goma elastica que seasu cientemerte larga y ancha, podemos
pensaren ella como una banday en cadauno de susbordescomo las curvas
C]_ Yy C2.

A continuacion, sostenemoda goma en dos puntos entre los dedos ndice
y pulgar de cada mano. En esteinstante inicial setieneL = T = 0, pueslos

®Esto es una consecuenciadirecta de que la torsion geadesica de cualquier curva en el
plano o la esferaescero ya que las curvaturas principales en estas super cies coinciden.
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bordesno estan entrelazadosy no describen ningun angulo. Si comenzamosa
girar la banda con una de las manos, los bordes se van enrollando uno sobre
el otro, de modo quetanto L comoT van aumerntando y lo hacenen la misma
medida, porloquelL =T >0y W = 0.

Finalmente, llega un momerto en que las tensionessobre la banda son
de tal magnitud que fuerzan a esta a retorcersesobres mismay nos obligan
a aproximar las manos, fenomeno que se conoce con el sugererte nombre de
superenrollamiento. Es en este preciso instante en el cual los aumertos de L
setraducen en aumertos de W mientras que T permanececonstarte; por otro
lado, sienelinstante L = T > 0 con W = 0 acercamoslas manos, ertonces
W crecea expensasde T.

Figura 5: Un sencillo experimerto que explica el signi cado del numero de
retorcimiento (gura tomada de [7]).

Tal y como ya hemos setalado, el numero de retorcimiento W es una
medida de como de plana esla banda B pues,siempreque B seencuerire, en
un cierto sertido, contenida en un plano,® setendra que W = 0.

Independiertemerte de este hedo, el numero de retorcimiento tiene una
importancia capital en biolog a molecular porque esuna cantidad observable
En efecto, mientras que la estructura local del adn esinvisible {no esapre-
ciable por metodos obsenacionalesdirectos{ s lo es su estructura terciaria
en forma de superenrrollamientos. Por tanto, pequetosy sutiles cambios en
la estructura local de la molecula {que setraducen en variacionesde T y L{

6Conviene aclarar que esta interpretacion sere ere a alguna de las curvas intermedias
de la banda B, esto es, cualquiera de las curvasde la forma C; = C; + tU para0 t 1.
As y a modo de ejemplo, setiene que W = 0 cuando la curva certral de la banda {el eje
imaginario sobre el que seenrollan las helices{ esuna curva plana.
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provocan efectos obsenables al modi car el valor de W vy, por ende, la es-
tructura global de la molecula. En este sertido, la formula de White puede
entenderse como una llave especial que nos abre la puerta desdelos niveles
submicrosopicosa los macros®picos.

4 Algunas aplica ciones

En esta seccon vamos a describir brevemerte algunos de las problemas
y situaciones que se pretenden explicar aplicando la teor a matematica de
los invariantes anteriores al extensoconjunto de evidenciasempricas que se
obsenan en los experimentos de laboratorio (veanse[2], [3], [8] v [9]).

La primera cuestion esfa relacionadacon la energa elastica almacenada
enla moleculade adn. As, esconccido que el angulo de inclinacion descrito
por la doble helice (esto es, el angulo que forma el vector tangerte a la helice
consu eje) depende, entre otros parametros, de la temperatura: a menor tem-
peratura la molecula tiende a enrollarse {lo que equivale a un angulo menor
y a un aumerto de T y L{ mientras que un incremerto en la temperatura
supone un menor enrollamiento, fenomeno que se conoce como forma rela-
jada o desnatumlizada de la molecula. Algunos autores han sido capacesde
medir las variacioneslocalesdel angulo frente a determinadosaumertos de la
temperatura. Obviamente, estas medidas angularesno son posibles utilizan-
do el microscopio electronico y su determinacion se tiene que llevar a cabo
obsenando los canbios en el numero W y aplicando la formula de White.

Analogamerne, se efectuan experimentos similares para estimar las varia-
cionesangularesfrente a la accion de diversoscompuestosqu micos. El interes
de estos experimentos radica en que la forma relajada del adn favorece los
procesosde replicacion y transcripcion mientras que un incremerto de L y
T los diculta. Este heco tiene importantes implicaciones en el disero de
antibi oticos y ciertos farmacos.

La siguierte cuestion tambien esta relacionadacon el fenomenode la repli-
cacion. Desde que Watson y Crick propusieron el modelo de la doble helice
hace 50 aros y la forma en que la molecula se replicaba, la mayor parte de
los elemertos de la teor a fueron rapidamerte con rmados y aceptados.No
obstarte, muchos autores seyalaron la siguierte paradoja:

Silasdoshebrasdela moleculaestan entrelazadasenforma de doble
helice y cuando se replican se separanen dos moleculas distintas,
>mmo es posible que ambas puedan apartarse la una de la otra si
estan ertrelazadas mutuamente?

Esta paradoja seconaceen la literatura comoel problemade la alineacion
y, peseal tiempo transcurrido, todav a no seconoce con exactitud el proceso.
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De hedo, las hipotesisque se manejan para explicar la replicacion suelencon-
ducir a nuevosinterrogantes y desafos que, para ser afrontados con garart as,
requieren el esfuerzode equipos formados por biologosy matematicos.

Desples de los primeros intentos para resoher esta cuestion, el descubri-
miento de unas enzimasconccidas como topoisomerasas aporto nuevas pers-
pectivas para esclareceta situacion’. Estas enzimas,con nombrestan gra cos
como la adn-girasa y la adn-helicasa actuan cortando una o ambas hebras
de la moleculay volviendo a unir los extremosen otro punto distinto.

AKX
KX

Figura 6: Esquemade la accion de las topoisomerasasal actuar sobre una
hebra (a) o sobreambas (b).

Esta accion, encaminadaa facilitar la replicacion, provoca un canmbio enla
geometra del adn alterando las propiedadesmetricas pero no necesariamete
las topologicas. De nuewo, si queremosconocer como actua de forma exacta
una enzima determinada, la tactica consiste en deducir la variacion de los
parametros T y L envirtud de como sealtera el obsenable W.

El aspectodecisivo delastopoisomerasagsqueno alteran la con guracion
lineal de la molecula, esto es, la secuenciade los nucleotidos. No obstarte,
existe un conjunto de enzimas{conocidas como recombinasag que s modi -
can sustancialmerte la estructura del adn, recombinando la disposicion lineal
de los nucleotidos. Estas enzimasactuan, o bien moviendo un bloque de la
molecula a otra posicion, o bien integrando un bloque de adn de otra claseen
la molecula original.

Evidentemente, tales enzimas detentan un protagonismo especial en la
modi caci on del codigo geretico y en lo que hoy conocemoscomo ingeniera
geretica.

"En qu mica, sedice que dos compuestosson topoisomeros cuando estan constituidos por
los mismos elemertos pero se diferencian desdeuna perspectiva top ologica.
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El procesocompleto puede describirse en los siguiertes terminos. En un
primer paso,dospuntos o lugares de la moleculainicial o sustrato seyuxtap o-
nen debido a la accion enzimatica 0 a movimientos aleatorios. Cada uno de
los elementos de esta pareja constituye un lugar de recombinacion, esto es,un
breve segmemo de adn bicatenario cuya secuenciaesreconcida por la enzi-
ma reconbinasa. Cuando estoselemerios estan lo su cientemente proximos,
la enzimalos envuelveen un procesoconccido como sinapsis

LUGARES

ENZIMA

Figura 7: Esquemarepresenativo de la accion de una enzima reconbinasa
(observeseel pasode una a dos moleculas).

Cuando estafaseseexplora con el microscopioelectronico, seapreciacomo
los dos segmetios sobre los que actua la recorrbinasa con guran una especie
de cuerpo solido que se conace como sinaptosoma Este cuerpo tiene forma
aproximadamernte eskricay si, por ejemplo, envuelve a dos segmetos de adn
bicatenario circular, el aspecto global de la molecula esel de un bolso mas o
menoseskrico con dos asas.

Figura 8: Aspecto esquenatico del sinaptosoma.

Una vez formado el sinaptosomatiene lugar la recomnbinacion en el inte-
rior de este. As y a modo de ejemplo, la reconbinasa puede romper ambos
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segmeros de la doble helicey los vuelve a unir, combinandolosde una manera
espec ca. Posteriormerte, el sinaptosomasedisuelvey el adn esliberadopor
la enzima. El producto de la recomnbinacion esuna moleculadiferente e incluso
dos moleculasdistintas. De nuew, la accion de la reconbinasa en el interior
del sinaptosomasupone canbios topologicosen el sustrato. As, partiendo de
estey del producto de la reaccon es posible deducir {mediante resultados
matematicos{ la accion oculta de la enzima.

Para efectuar estainvestigacon seutilizan elemenos de la teor a de nudos
consistertes enmodelar lo queocurre dertro del sinaptosoma;corvieneresaltar
que las tecnicas matematicas aqu empleadassuponen una rama moderna,
fruct feray compleja de la topologa actual por lo que una simple exposicion
de estasexcedelas pretensionesde nuestro trabajo. Una exposicion detallada
sepuedeconsultar en [10] y [11].
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